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Espagos Vetoriais

Um conjunto n3o vazio V é um espaco vetorial sobre R as seguintes
operagdes sdo validas sobre seus elementos(vetores):

@ u,v €V, aaoperagdo soma resulta em um elemento que também
pertence a u+ v € V;

e u,v,w €V, vale a propriedade associativa:
ut+(v+w)=(u+v)+w,;

@ O elemento nulo 0 pertence a 'V,

e Para cada v € V, existe o elemento —v € V tal que v+ (—v) =0
para todo v € V;

@ a € Rev eV, existe um vetor av € V denominado produto escalar
de « por v, satisfazendo a propriedade associativa da multiplicaco:
(aB)v =a(pv),a, eR,veVelv=vVvev,

o Vale a propriedade distributiva: a(u+v) =au+av e
(o + B)v = av + Bv para todos o, B € Re u,v € V.
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Conjunto Gerador |

Seja V um espaco vetorial. Um elemento v € V & uma combinac3o linear
dos vetores vi,..., v, € V se existem os escalares as,...,a, € R tais que:

n
V=o1V1 + -+ QpVyp = E Qg V.
k=1

Defini¢do (Conjunto Gerador)

Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B é conjunto gerador de V se
todo elemento de V for uma combinacio linear de um namero finito de
elementos de B.

Nota: Se B é conjunto gerador para V, entdo todos os subconjuntos de V
que contenham B também s3o conjuntos geradores de V. Da mesma
forma, todos os conjuntos miultiplos de B também s3o geradores de V.
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Conjunto Gerador Il

Exemplo

O conjunto B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} &€ um conjunto gerador para o
R3. Para quaisquer a, b, ¢ € R, teremos que:

(a, b,c) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1).

Futuramente, veremos que este conjunto B possui propriedades
importantes e que B é também base para R.
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Linearmente Independente |

Definicio
Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B é linearmente independente
(li.) se:

aivi+---+avp=0,v;e B,a; eR,i=1,...,n

implicarem oy = --- = o, = 0.
Se B nao é l.i., dizemos que é linearmente dependente (I.d.)
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1.1 — Espagos Vetoriais

Linearmente Independente |l

Exemplo ( [Boyd and Vandenberghe, 2018])
O conjunto B = (a1, a2, a3):

0.2 -0.1 0
) = —7 , a2 = 2 , a3 = -1
8.6 -1 2.2

é um conjunto l.d. pois a; +2a, —3a3 =0
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Linearmente Independente Il|

Exemplo ( [Boyd and Vandenberghe, 2018])
O conjunto B = (a1, a2, a3):

1 0 -1
dp = 0 , a2 = -1 , a3 = 1
0 1 1

é um conjunto l.i. pois o sistema:

a7 —Q3 = 0
o1ad1 + qpas + zaz = - +a3 =
ar +az =0

admite como anica solucdo a1 = ap = a3 = 0.
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Resultados importantes |

Proposicdo

Se V é um espago vetorial finitamente gerado ndo nulo e B = {v1,...,Vmn}
é conjunto gerador de V. Ent3o todo conjunto l.i. em V possui, no
maximo m elementos.

Proposicao

Seja V um espaco vetorial e seja B = {vi,...,vpa},n < oo um conjunto l.i.
em V. Entdo se existir u € V que no seja combinacdo linear dos
elementos de B, entdo {vi,...,vp,u} éLi
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Definicdo (Base)

Se B C V & um subconjunto gerador de V e é [.i., entdo B é uma base de
V.

Definicdo

Dizemos que V é finitamente gerador se possuir um conjunto gerador finito.
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Resultados importantes |

Teorema

Todo espaco vetorial finitamente gerado ndo nulo possui uma base.

Teorema

Seja V espaco vetorial finitamente gerado e B um conjunto i. em V.
Ent3o existe uma base de V contendo B.

Teorema

Seja V espaco vetorial de dimensdo n>1 e B C V. S3o equivalentes:
(i) B é base para V;

(ii) Cada elemento de V se escreve de maneira dnica como comb. linear
dos elementos de B.
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