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Matrizes |
alilr] ... dim
a; € R
A: a;i) = . . _U ) .
(a5) : o =10 =1....m
dnl dnm
@ Soma

@ Multiplicacdo por escalar
o Multiplicacdo de matrizes

@ Transposicao
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Propriedades Matriciais |

Sejam A e B matrizes e « e 3 escalares. Entdo
o A+B=B+A
e (A+B)+C=A+(B+C)
a(A+ B) =aA+aB
(a+B)A=aA+[A
A-A=A+(-A)=0
A(B+ C)=AB + AC
e (A+B)C=AC+ BC
e (AB)C = A(BC)
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Transposicio |

A transposicdo é a operacdo de troca das linhas pelas colunas. Seja
Amxn = (aj),i=1,....,m j =1, ..., n matriz com m linhas e n colunas.
Entdo define-se a matr|z Al por:

T * :
Al =(aj),a;=a;,i=1,..,mj=1.n.

Propriedades:
o (A)T = AT
o (AT =A
(aA+BB)T =aAT +8BT
(AB)T = BTAT
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Traco de uma matriz |

O traco é dado pela soma dos elementos da diagonal principal. Dado A,
matriz quadrada de ordem n, o trago de A (tr(A)) é

n
= E ajj.
i=1

Propriedades: Sejam A e B matrizes. Ent3o vale que
o tr(AT) = tr(A)
o tr(aA) = atr(A)
o tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
» rlAB) = (2
o tr(ATA)=0seesése A=0.
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Escalonamento de matrizes |

Seja A matriz m x n. O escalonamento &€ uma operagio que, por meio de
operacdes elementares:

@ Troca de posicdo das linhas
@ Multiplicacdo de linhas por um escalar A € R n&o nulo

@ substituicdo de uma linha pela soma dela com outra(s)
resulta em uma matriz:

bi1 ... b1

B = (bj) = , comr<m

b1 ... bm

tal que existem 1 < /; < ... </, < n tais que bj, = 1, para cada
i=1,...,reb;j=0sel<,.
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Escalonamento de matrizes |l

Exemplo
3 -2 0 4 1 2 0 4|2
6 3 -1 1 2 3 -1 11
3 2 -15 > 2 -15/|0
X4
3 -2 4] 1 3 2 0 41
= 0 0 1 9| -1 =0 0 -1 9|0
3 2 —-15 0 0 O 0 0] O
1 —2/3 0 4/3]| %
= 0 0 1 -9|0
o 0 0 O 0
O sistema possui infinitas solugdes. Dado x, = 1, x4 = 1/3, por exemplo,
teremos x3 =3 ex3 =1—-4/3=-1/3.

v
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Posto |

@ Dada uma matriz A, xn, definimos o seu posto como o niimero de
linhas ndo nulas na forma escalonada.

Alternativamente, seja /; a i-ésima linha da matriz A, com i =1, ..., m.
O posto é o namero de elementos linearmente independentes do
conjunto B = {h, ..., Im}.

@ Expressaremos o posto de A pela fungdo R(.).

No exemplo anterior, R(A) = 2.
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Propriedades do posto |

@ Sejam A e B matrizes de dimensBes convenientes em cada
propriedade. Entdo

o R(A+ B) < R(A) + R(B).
o R(AB) < min(R(A), R(B))

@ Sejam M,y , matriz de posto r e seja A matriz n3o singular de ordem
m x m. Entdo R(AM) = r.

o Seja A matriz quadrada. Entdo R(A) = R(ATA) = R(AAT).

@ Sejam Apxm, Bmxn € Cyxq matrizes quaisquer. Entdo

R(ABC) > R(AB) + R(BC) — R(B).
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Determinantes |

@ Seja A, matriz quadrada de ordem n. Se n=1 ent3o o determinante
de A, det(A) sera o préprio elemento de A.

@ Se n > 1 entdo Sejam Aj;, i,j =1,...,n o conjunto formado por todas
as submatrizes de A formadas excluindo-se a linha i e a coluna j de A.

e Entdo,
det(A) = > (—1Yta;det(Ay),
j=1
= ) (—1)Yaydet(Ay)
i=1
Para algum i (primeira equagdo) ou j (segunda equagdo) fixado.
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Propriedades dos determinantes |

Seja « escalar e A = A, matriz quadrada de ordem m.

@ Se det(A) = 0 entdo A é dita singular e A ndo possui matriz inversa.
Teo: A é invertivel se e s6 se det(A) = |A| # 0.

AT
o |A|=1A"].
o |aA| = amA|.
@ Se A é matriz diagonal, triangular superior ou triangular inferior, entdo
Al =a11 .. s amm = [ 12 aii-
det(l,) = 1.
@ Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de A forem iguais a

zero, entdo det(A) = 0.
@ Ao permutarmos duas linhas (ou colunas) de A, entdo o determinante
de A muda de sinal.

Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) sdo maltiplos de a,
entdo o determinante também serd maltiplo de a.
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Propriedades dos determinantes |l

O determinante ndo muda se substituirmos uma linha por uma
combinacio linear dela com as demais.

Se duas linhas (ou colunas) sdo proporcionais, entdo det(A) = 0.
det(AB) = det(A).det(B).

A=
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Inversa |

Uma matriz quadrada A, é dita invertivel se existir uma matriz B, tal que:
AB = I,,

Denotaremos B = A~! a inversa de A.
Propriedades: Seja « escalar ndo nulo e det(A) # 0. Ent3o:

o (aA)™t =141

° (AT)—l — (A—l)‘l'

o (A ) l=A

o A=A}

o Se A = diag(a11,.-.,ann) entdo A™1 = dlag(au, e ainn)
@ Se A=AT entio (A1) = (A1),

e (AB)"l=B"1A"1
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Teorema

Seja M matriz invertivel de ordem m. Suponha que Amxm € Bnxn Sejam
matrizes ndo singulares e Cpyxn € Dpwm matrizes quaisquer. Entdo, se M
puder ser escrita como M = (A + CBD) ent3o:

Mt=(A+CBD) t=A"1-AIC(B + DAIC) DAL

Demonstracido.

Exercicio. OJ
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