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Kim Samejima

Testes de aderência - Adequação do ajuste

Os testes de aderência (goodness-of-fit) avaliam se a distância da distribuição dos dados
observados é significativa em relação a uma distribuição de referência. Veremos nesta aula os
seguintes testes de aderência:

Teste de Kolmogorov-Smirnov;

Teste de Lilliefors;

Teste de Shapiro-Wilk;

Teste de Anderson-Darling.
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Teste de Kolmogorov-Smirnov

Avalia se os dados amostrais se aproximam razoavelmente de uma determinada
distribuição.
O teste de Kolmogorov-Smirnov se baseia na distância máxima entre a distribuição
observada e a distribuição teórica de referência.

Figura 1: Diferença máxima entre a distribuição teórica e observada. Fonte:blogs.sas.com
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Pressupostos

O nível de mensuração da variável deve seguir ao menos uma escala ordinal (mais comum
em intervalar ou de razão).

A distribuição a ser testada deve ser plenamente especificada.

Aplicável, sem restrições, a pequenas amostras.

A amostra é aleatória.
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Hipóteses: Caso Bilateral

Seja F ∗(x) a distribuição acumulada esperada (teórica) e Fo(x) a distribuição acumulada
observada. Queremos testar se a amostra é proveniente de uma população com distribuição
plenamente especificada F (x), ou seja:

Teste Bilateral:
H0: Fo(x) = F ∗(x) para todo −∞ < x <∞.

H1: Fo(x) 6= F ∗(x) para pelo menos um valor de x .
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Estatística de Teste I

Seja S(x) a distribuição de frequências acumuladas construídas a partir da amostra
ordenada de tamanho n.

X(1),X(2), . . . ,X(n) denotam as estatísticas de ordem da amostra aleatória.

A função de distribuição empírica é definida como:

S(x) =



0, se x < X(1)

k

n
, se X(k) ≤ x < X(k+1) para k = 1, 2, . . . , n − 1

1, se x ≥ X(n)

.

Obs.: k pode ser visto como o número de observações não superiores ao valor de x .
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Estatística de Teste II

A variável aleatória S(X ), que é a função de distribuição empírica de uma amostra
aleatória X1,X2, . . . ,Xn de uma distribuição F ∗(x), tem distribuição de probabilidade
definida por:

P

(
S(X ) =

k

n

)
=

(
n

k

)
(F ∗(x))k(1− F ∗(x))n−k , k = 0, 1, . . . , n.

S(X ) converge em probabilidade para F ∗(x)⇒ S(X ) é um estimador consistente de
F ∗(x).
A estatística do teste é dada por:

D = sup
x

∣∣F ∗(x)− S(x)
∣∣,

corresponde a maior distância vertical entre F ∗(x) e S(x), é chamada estatística de
Kolmogorov-Smirnov para uma amostra.
Compara-se o valor observado D com o valor crítico tabelado.
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Estatística de Teste III

Figura 2: Tabela dos valores críticos para o teste de Kolmogorov-Smirnov. Fonte: [Conover, 1996].
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Estatística de Teste IV

Decisão do Teste:
Para um nível de significância α, rejeitar H0 se a estatística D exceder ao valor do quantil de
1− α da Tabela A13 na Figura 2.
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Estatística de Teste V

Observação:
Como a função de distribuição empírica S(x) é descontínua e a função de distribuição
hipotética é contínua, uma alternativa é considerar:

D1 = sup
x
|F ∗(x(i))− S(x(i))|

D2 = sup
x
|F ∗(x(i))− S(x(i−1))|

Essas estatísticas medem as distâncias (vertical) entre os gráficos das duas funções, teórica e
empírica, nos pontos x(i−1) e x(i). Com isso, podemos utilizar como estatística de teste:

D = max(D1,D2).
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Aspecto Computacional

No R:
ks.test(x, y, alternative = c("two.sided", "less", "greater") ,...)
# x: Dados observados.
# y: Quantis teoricos ou nome da dist. (apenas continuas , e.g.: pnorm).
# alternative: tipo de teste que se deseja realizar
# ...: parametros adicionais da distribuicao definida em y.

No SAS:
proc npar1way;
run;
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Exemplo

Verifique se os dados abaixo podem ser ajustados por uma
distribuição de Poisson com média igual a 1.2. Considere
α = 0.05.

Xi fi f ∗i Fi F∗i |F∗i − Fi | |F∗i − Fi−1|
0 15 18 0.25 0.3 0.052119 -
1 25 22 0.67 0.66 0.00404 0.41263
2 10 13 0.83 0.88 0.04615 0.21282
3 5 5 0.92 0.97 0.04956 0.1329
4 4 2 0.98 0.99 0.00892 0.07559
5 1 0 1 1 0.0015 0.01517

«Código R»
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Exemplo

Verifique se os dados abaixo podem ser ajustados por uma
distribuição de Poisson com média igual a 1.2. Considere
α = 0.05.

Xi fi f ∗i Fi F∗i |F∗i − Fi | |F∗i − Fi−1|
0 15 18 0.25 0.3 0.052119 -
1 25 22 0.67 0.66 0.00404 0.41263
2 10 13 0.83 0.88 0.04615 0.21282
3 5 5 0.92 0.97 0.04956 0.1329
4 4 2 0.98 0.99 0.00892 0.07559
5 1 0 1 1 0.0015 0.01517

Logo, D = 0.41263. Comparando com a Tabela A3 da
Figura 2, temos que 0.41263 > 1.36/

√
60 = 0.1756. Logo,

rejeitamos a Hipótese de que os dados vêm de uma
Poisson(1.2).
Um ótimo exemplo de como os pacotes realizam este cálculo
pode ser visto em [Korosteleva, 2014], Seção 1.5.2.zz Veja
também o Exemplo 6.1.1 de [Conover, 1996].

### Calculando a estatistica D manualmente ###
# F dist. empirica
count_obs=c(15,25,10,5,4,1)
f_obs=count_obs/60
# F acumulada empirica
F_obs=sapply (1:6, function(i){

return(sum(f_obs [1:i]))})
x=0:5
# F dist. teorica Poisson
f_exp=dpois(x ,1.2)
# F acumulada poisson
F_exp=ppois(x ,1.2)
# Maximo entre D+ e D-
D_1= unlist(sapply (1:6, function(i){

return(try(abs(F_exp[i]-F_obs[i]),
silent=T))}))

D_2= unlist(sapply (1:6, function(i){
return(try(abs(F_exp[i]-F_obs[i-1]),

silent=T))}))
D=max(D_1,D_2)
# [1] 0.4126273

### Calculando a estatistica D usando ks.test()
x=unlist(sapply (0:5, function(i){

return(rep(i,count_obs[i+1]))}))
ks.test(x,"ppois" ,1.2)
# One -sample Kolmogorov -Smirnov test
# D = 0.41263 , p-value = 2.678e-09
# alternative hypothesis: two -sided
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Testes Unilaterais

Teste Unilateral à Esquerda:
H0: F (x) ≥ F ∗(x), para todo −∞ < x <∞.

H1: F (x) < F ∗(x) para pelo menos um valor de x .

D+ = sup
x

[F ∗(x)− S(x)],

em que D+ corresponde a maior distância positiva entre F ∗(x) e S(x).

Teste Unilateral à Direita:
H0: F (x) ≤ F ∗(x), para todo −∞ < x <∞.

H1: F (x) > F ∗(x) para pelo menos um valor de x .

D− = sup
x

[S(x)− F ∗(x)],

em que D− corresponde a maior distância "negativa"entre F ∗(x) e S(x)
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Kim Samejima Teste de Kolmogorov-Smirnov

Considerações

A tabela A13 da Figura 2 fornece valores exatos somente se F ∗(x) for contínua, com
amostras menores ou iguais a 40.

Na maioria das vezes, principalmente para pequenas amostras, o teste de
Kolmogorov-Smirnov é um teste mais poderoso que o teste Qui-Quadrado.
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Kim Samejima Teste de Lilliefors

Teste de Lilliefors

[Lilliefors, 1967] introduziu uma modificação ao teste de Kolmogorov-smirnov para testar
a normalidade de dados sem a necessidade de especificar seus parâmetros.
Os parâmetros são estimados com os dados amostrais calculando os escores reduzidos.

Hipóteses do teste
H0: A amostra é proveniente de uma população com distribuição normal, com média e
desvio-padrão desconhecidos.

H1: A amostra é não proveniente de uma população com distribuição normal.
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Kim Samejima Teste de Lilliefors

Cálculo I

Dada uma amostra aleatória x1, ..., xn da v.a. de interesse, calcular a média amostral x e o desvio-padrão amostral
S ;

Calcular os escores padronizados zi =
xi − x

S
, i = 1, 2, . . . , n;

Calcular os escores ordenados z(i);

Com os escores ordenados da amostra, obtém-se a distribuição de frequência acumulada Ẑ(x).

Defina agora F∗(x) como a probabilidade acumulada da Normal-padrão, N(0, 1), até os valores z(i):

F∗(xi ) = Φ(z(i)).

A estatística de teste Lilliefors T1 é definida por:

T+
1 = sup

x
|F∗(x(i))− Ẑ(x(i))| e T−1 = sup

x
|F∗(x(i))− Ẑ(x(i−1))|

T1 = max(T+
1 ,T

−
1 ),

que corresponde a maior distância vertical entre F∗(x) e Ẑ(x).

Compara-se o valor observado T1 com o valor crítico tabelado para o teste de Lilliefors.

Para um nível de significância α, rejeitar H0 se a estatística T1 exceder ao valor do quantil tabelado de 1− α.
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Kim Samejima Teste de Lilliefors

Cálculo II

Figura 3: Tabela dos valores críticos para o teste de Lilliefors. Fonte: [Conover, 1996].
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Kim Samejima Teste de Lilliefors

Exemplo

Um distribuidor pretende estimar o tempo médio de entrega dos seus produtos a um cliente
importante. Foi colhida uma amostra de cinco tempos: 29, 33, 35, 36 e 36. O senhor quer
estimar o tempo médio pretendido através de um intervalo de confiança, mas não sabe nada
acerca da distribuição do tempo de entrega X , e além disso, a dimensão da amostra é muito
pequena (n = 5). Poderá fazê-lo?

library(nortest)
lillie.test(c(29 ,22 ,35 ,36 ,36))

# Lilliefors (Kolmogorov -Smirnov) normality test

# data: c(29, 22, 35, 36, 36)
# D = 0.31114 , p-value = 0.1147

Da Tabela A14 da Figura 3, temos que o valor do quantil 0.95 é 0.344. Como
D = 0.31113 < 0.344 então não rejeitamos H0. Logo, o distribuidor poderá utilizar um
intervalo de confiança com a distribuição Normal.
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Kim Samejima Teste de Lilliefors

Teste de Lilliefors para distribuição Exponencial

É possível também utilizar o teste de Lilliefors para a distribuição Exponencial.

Calcular os escores padronizados zi =
xi
x
, i = 1, 2, . . . , n e construir a distribuição

empírica Ẑ (x) como antes;
A estatística de teste é definida por:

T2 = sup
x
|Ẑ (x)− F ∗(x)|,

com F ∗(x) a Fç. Dist. Acumulada da Exponencial.

Hipóteses do teste

H0: A amostra é segue uma distribuição exponencial com F (x) = 1− ex/t , x > 0.

H1: a distribuição de X não é exponencial.

Valores tabelados para o teste bilateral em [Conover, 1996] na Tabela A15. Para o teste
unilateral, veja [Durbin, 1975].
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Teste de Anderson-Darling

É uma alternativa aos testes de Qui-quadrado de aderência e Kolmogorov-Smirnov, sendo
que também considera uma escala ao menos ordinal;
Sua metodologia é próxima ao teste KS, que usa uma forma de função distância para
calcular a similaridade entre S(x),função distribuição empírica, e F ∗(x), distribuição
teórica. Porém, ao contrário do KS, a estatística AD considera o intervalo total de valores
dos dados, ao invés de simplesmente o máximo desvio;
Este teste valoriza às caudas da distribuição de frequência, sendo mais recomendado para
distribuições assintóticas;
O teste de Anderson-Darling faz uso de uma distribuição específica para o cálculo de
valores críticos (tabelados).

Hipóteses
H0: A v.a. estudada segue a distribuição específica.
H1: A amostra não é proveniente da distribuição especificada.
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Estatística de Teste I

Seja X1,X2, . . . ,Xn a.a. com função de distribuição desconhecida, denotada por F ∗(x).

X(1),X(2), . . . ,X(n) denotam as estatísticas de ordem da amostra aleatória.

A estatística de teste de Anderson-Darling é definida por:

A = n

∫ ∞
−∞

(S(x)− F ∗(x))2

F ∗(x) (1− F ∗(x))
dF ∗(x), (1)

que corresponde a uma medida total de distância quadrática entre S(x) e F ∗(x) ,
ponderada por [F ∗(x) (1− F ∗(x))]−1 .

Para facilitar pode-se utilizar a simplificação proposta por [Arshad et al., 2003], calculada
diretamente utilizando as estatísticas de ordem e distribuição acumulada:

A′ = −n − 1
n

n∑
i=1

(2i − 1)
(
log F ∗(x(i)) + log(1− F ∗(x(n+1−i)))

)
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Estatística de Teste II

Para amostras pequenas, a estatística computada é frequentemente multiplicada por um
fator de correção, k , que varia de acordo com a distribuição que está sendo testada.

Para o Normal, com média e desvio padrão estimados, o ajuste amplamente utilizado é:

k =

(
1+

4
n
+

25
n2

)
sendo A∗ = k × A′.

Os valores tabelados dependerão da distribuição a ser testada e do número de parâmetros
a serem estimados. No caso da Normal, teremos:

Caso 1: média e variância conhecidos;
Caso 2: variância conhecida, mas média desconhecida;
Caso 3: média conhecida, mas variância desconhecida;
Caso 4: média e variância desconhecida.

Alguns valores críticos para o teste AD para a Normal são apresentados na Tabela 1.
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Estatística de Teste III

Tabela 1: Tabela de Valores Críticos para a Normal

Caso n 15% 10% 5% 2.5% 1%
1 ≥ 5 1.621 1.933 2.492 3.070 3.878
2 0.908 1.105 1.304 1.573
3 ≥ 5 1.760 2.323 2.904 3.690
4 10 0.514 0.578 0.683 0.779 0.926

20 0.528 0.591 0.704 0.815 0.969
50 0.546 0.616 0.735 0.861 1.021
100 0.559 0.631 0.754 0.884 1.047

n grande 0.576 0.656 0.787 0.918 1.092

Decisão do Teste:
Para um nível de significância α, rejeitar H0 se a estatística A ou AD exceder ao valor do
quantil tabelado de 1− α.
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Estatística de Teste IV

Observações:
Quanto melhor a distribuição se ajusta aos dados, menor será a estatística A;
O teste de Anderson-Darling é essencialmente unilateral, no sentido de que testa se existe
ou não uma distância quadrática geral da distribuição observada á esperada;
Sua principal vantagem é permitir um teste mais sensível à qualquer discrepância, e não
apenas à discrepância máxima;
A desvantagem é que os valores críticos devem ser calculados para cada distribuição;
Existem tabelas para outras distribuições como uniforme, lognormal, exponencial, Weibull
e pareto generalizada etc. Veja e.g. [Stephens, 1974] e [Koziol et al., 1987].
Em alguns casos, o p-valor não existe matematicamente, i.e., a integral (1) não pode ser
calculada.
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Aspecto computacional

No R:
library(nortest)
ad.test()

No SAS:
proc univariate NORMAL PLOT;
run;
proc capability;
run;
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Exemplo I

Um especialista de qualidade pretende verificar se a distribuição dos perímetros(em cm) dos
itens produzidos por sua empresa possui distribuição normal. Para isso coletou uma amostra de
5 itens: 12.29, 11.40, 14.22, 12.37, 11.91. Verifique esta hipótese utilizando o teste AD
considerando 5% de significância.

i x(i) F (x(i)) F (x(n+1−i)) logF (x(i)) log(1− F (x(n+1−i))

1 11.40 0.15 0.96 -1.91 -3.29
2 11.91 0.30 0.47 -1.20 -0.64
3 12.29 0.44 0.44 -0.82 -0.58
4 12.37 0.47 0.30 -0.75 -0.36
5 14.22 0.96 0.15 -0.04 -0.16

1 ·
(
log F (x(1)) + log(1− F (x(5)))

)
+ . . .+ 9 ·

(
log F (x(5)) + log(1− F (x(1)))

)
= −27.25
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Exemplo II

A′ = −5− −27.25
5

= 0.451

A∗ =

(
1+

4
5
+

25
52

)
× 0.451 = 1.26

Como tanto a média quanto a variância são desconhecidas, utilizaremos o valor critico do
caso 4, e a linha com n mais próximo de 5 na Tabela 1 é n = 10.

Portanto, ao nível de significância 0.05 temos que A∗ > 0.683 e rejeitamos a hipótese dos
dados serem provenientes de uma distribuição normal.
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Kim Samejima Teste de Anderson-Darling

Exemplo no SAS

Concentrações de ozônio (O3, µg/m
3) na estação meteorológica de Pinheiros na cidade de São Paulo entre

24-Set-2020 e 28-Set-2020 (dados horários, fonte: CETESB).

data O3_pinheiros;
label O3 = "Concentracao Horaria de Ozonio (ug/m3)";
input O3 @@;
datalines;
15 23 27 19 21 16 12 13 17 26 37 57 81 99 106 75 70 71 56 31 31 23 6 1 2 1
0 0 0 0 0 1 11 28 54 86 122 142 144 140 89 50 46 22 1 1 0 0 0 0 4 21 49 88
104 102 101 103 102 95 38 15 1 0 0 0 1 10 47 78 95 102 97 106 109 102 95 81
39 14 2 1 1 26 34 27 50 69 58 18 1 6 11 33 73 61 65 57 56 28 26
;
proc univariate NORMAL PLOT;
var O3;
run;

Tests for Normality
Test Statistic p Value
Shapiro-Wilk W 0.889003 Pr < W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov D 0.151885 Pr > D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq 0.59487 Pr > W-Sq <0.0050
Anderson-Darling A-Sq 3.710862 Pr > A-Sq <0.0050
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Kim Samejima Teste de Shapiro-Wilk

Teste de Shapiro-Wilk

Em contraste com outros testes de aderência por comparação de distribuições teórica e
observada, o teste de Shapiro-Wilk só é aplicável para verificar a normalidade;
O teste a variância amostral com a variância estimada a partir da distribuição amostral das
estatísticas de ordem;
Possui robustez para detectar fuga de normalidade por assimetria ou curtose (ou ambos);
Não exige especificação dos parâmetros da distribuição normal a ser testada, apenas qua a
amostra seja aleatória.

Hipóteses
H0: A variável aleatória amostrada possui distribuição normal com média e variância não
especificadas.

H1: A v.a. amostrada não é normal.
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Kim Samejima Teste de Shapiro-Wilk

Estatística de Teste I

Seja X1,X2, . . . ,Xn amostra aleatória com função de distribuição desconhecida, denotada por F (x),
mensurada na escala ao menos ordinal;

X(1),X(2), . . . ,X(n) denotam as estatísticas de ordem da amostra aleatória;

A estatística de teste de Shapiro-Wilk é definida por:

W =

[∑k
i=1 ai

(
x(n+1−i) − x(i)

)]2
∑n

i=1 (xi − x̄)2

em que

k =

{
(n + 1) /2 se n impar,
n/2 se n par,

e ai obtidos pela Tabela A16 [Conover, 1996].

O vetor a = (a1, ..., ak)′ é função da esperança e variância das estatísticas de ordem de amostras de
tamanho n da distribuição normal padrão;
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Kim Samejima Teste de Shapiro-Wilk

Estatística de Teste II

A estatística W está entre 0 e 1; W pequeno é evidência de fuga de normalidade; valores próximos a 1
indicam normalidade.

Decisão do Teste:

Para um nível de significância α, rejeitar H0 se a estatística W for menor que o quantil tabelado de α. Tabela
A17 de [Conover, 1996].

Observações

Proposto inicialmente por [Shapiro and Wilk, 1965] para n ≤ 50 e posteriormente foi aumentado para n
até 5000 [Royston, 1982];

Os quantis (tabelados) para a estatística W foram obtidos por meio de simulações de Monte Carlo
por [Pearson and Hartley, 1972];

Este teste é essencialmente unilateral a esquerda;

Eficiente mesmo com um número pequeno de observações;

Baixo poder na existência de muitos empates;
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Aspecto Computacional

No R:
library(nortest)
shapiro.test()

No SAS:
proc univariate NORMAL PLOT;
run;
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