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Testes de aderéncia - Adequacdo do ajuste

Os testes de aderéncia (goodness-of-fit) avaliam se a distancia da distribuicdo dos dados
observados é significativa em relacdo a uma distribuicdo de referéncia. Veremos nesta aula os
seguintes testes de aderéncia:

@ Teste de Kolmogorov-Smirnov;

o Teste de Lilliefors;

@ Teste de Shapiro-Wilk;

o Teste de Anderson-Darling.
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Teste de Kolmogorov-Smirnov

@ Avalia se os dados amostrais se aproximam razoavelmente de uma determinada
distribuic3o.

@ O teste de Kolmogorov-Smirnov se baseia na distdncia maxima entre a distribuicdo
observada e a distribuicdo tedrica de referéncia.

The Geometry of Kolmogorov's D Statistic
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Figura 1: Diferenca maxima entre a distribuicdo tedrica e observada. Fonte:blogs.sas.com

MATD49-Estatistica ndo paramétrica IME-UFBA 3 /37


https://blogs.sas.com/content/iml/2019/05/15/kolmogorov-d-statistic.html

Pressupostos

O nivel de mensuragdo da variavel deve seguir ao menos uma escala ordinal (mais comum
em intervalar ou de razdo).

o A distribuicdo a ser testada deve ser plenamente especificada.

Aplicavel, sem restricdes, a pequenas amostras.

@ A amostra é aleatéria.
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Hipoteses: Caso Bilateral

Seja F*(x) a distribuicdo acumulada esperada (tedrica) e Fo(x) a distribuicdo acumulada
observada. Queremos testar se a amostra é proveniente de uma populacdo com distribuicdo
plenamente especificada F(x), ou seja:

Teste Bilateral:
Ho: Fo(x) = F*(x) para todo —oo < x < 0.

Hi: Fo(x) # F*(x) para pelo menos um valor de x.

MATD49-Estatistica ndo paramétrica IME-UFBA 5 /37



Estatistica de Teste |

@ Seja S(x) a distribuicdo de frequéncias acumuladas construidas a partir da amostra
ordenada de tamanho n.

e X(1), X(2);- -, X(n) denotam as estatisticas de ordem da amostra aleatéria.

@ A funcio de distribuicdo empirica & definida como:

0, se x < X(l)

S(x) =

S| x

, seX(k)§x<X(k+1)parak:1,2,...,n—1

[y

y se x > X(n)

Obs.: k pode ser visto como o nimero de observacdes n3o superiores ao valor de x.
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e b (Rellmegmioy-Srtlney
Estatistica de Teste Il

A variavel aleatéria S(X), que é a fungdo de distribuicdo empirica de uma amostra
aleatéria X1, Xz, ..., X, de uma distribuicdo F*(x), tem distribuicdo de probabilidade
definida por:

P (S(X) - :) - <Z>(F*(x))k(1 — F ()", k=0,1,...,n.

@ S5(X) converge em probabilidade para F*(x) = S(X) & um estimador consistente de
F*(x).

@ A estatistica do teste é dada por:

)

D= sgp‘F*(x) —5(x)

corresponde a maior distancia vertical entre F*(x) e S(x), é chamada estatistica de
Kolmogorov-Smirnov para uma amostra.

@ Compara-se o valor observado D com o valor critico tabelado.
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e b (Rellmegmioy-Srtlney
Estatistica de Teste ||

TABLE AlI3 Quantiles of the Kolmogorov Test Statistic®

One-Sided Test

=090 0.95 0.975 0.99 0.995 p=090 0.95 0.975 0.29 0.995
Two-Sided Test

»=1080 09 095 098 099 pP=080 090 095 098 099
n=1 0.900 0950 0575 0990 099 n=12I 0.226 0259 0.287 0321 0344
2 0.684 0776 0842 0900 0929 22 0.221 0253 0281 0314 0337
3 0.565 0636 0708 0785 0.829 23 0216 0247 0275 0307 0.330
4 0.493 0565 0624 0689 0734 24 0212 0242 0269 0301 0323
5 0.447 0509 0563 0627 0669 25 0.208 0238 0264 0295 0317
é 0410 0468 0519 0577 0617 26 0.204 0233 0259 02% 0311
7 0.381 0436 0483 0538 0.576 27 0.200 0229 0.254 0284 0.305
8 0.358 0410 0454 0507 0.542 28 0.197 0225 0250 0279 0300
9 0.339 0387 0430 048 0513 29 0.193 0221 0246 0275 0295
10 0.323 0369 0409 0457 0489 30 0.190 0218 0242 0270 0290
3] 0.308 0352 0391 0437 0468 31 0.187 0214 0238 0266 0.285
12 0.296 0338 0375 0419 0449 32 0.184 0211 0234 0262 0281
13 0.285 0325 0361 0404 0432 33 0.182 0208 0231 0258 0.277
14 0.275 0314 0349 0390 04i8 34 0.179 0205 0227 0254 0273
15 0.266 0304 0338 0377 0404 35 0.177 0.202 0224 0251 0.269
16 0.258 0295 0327 0366 0392 36 0.174 0.199 0221 0247 0.265
17 0.250 0286 0318 0355 0381 37 0.172 0.196 0218 0244 0.262
I8 0.244 0279 0309 0346 0371 38 0.170 0.194 0215 0241 0258
19 0.237 0.271 0301 0337 036l 39 0.168 0191 0213 0238 0255
20 0.232 0.265 0294 0329 0352 40 0.165 0.189 0210 0235 0.252

Approximation 107 122 136 152 1.63

for n > 40 Va V- Vha Vn  Va

Figura 2: Tabela dos valores criticos para o teste de Kolmogorov-Smirnov. Fonte: [Conover, 1996].
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e b (Rellmegmioy-Srtlney
Estatistica de Teste |V

Decisdo do Teste:

Para um nivel de significancia «, rejeitar Hy se a estatistica D exceder ao valor do quantil de
1 — o da Tabela A13 na Figura 2.
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Teste de Kolmogorov-Smirnov

Estatistica de Teste V

Observacio:
Como a fungdo de distribuigdo empirica S(x) é descontinua e a fungio de distribuicdo
hipotética é continua, uma alternativa & considerar:

D, = SgP’F*(X(i))_S(X(i)”

D> = sup|F*(xi)) — S(x(i-1))|

Essas estatisticas medem as distancias (vertical) entre os graficos das duas fungdes, tedrica e
empirica, nos pontos x(;_1) € x(j). Com isso, podemos utilizar como estatistica de teste:

D= max(Dl, Dg).
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Teste de Kolmogorov-Smirnov

Aspecto Computacional

No R:

ks.test(x, y, alternative =
# ©: Dados observados.

# y: Quantis teoricos ou nome da dist.
# alternative:
#

c("two.sided", "less", "greater"),...)

(apenas continuas, e.g.:
tipo de teste que se deseja realizar

parametros adicionais da distribuicao definida em y.

pnorm) .

No SAS:

proc nparlway;
run;
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Exemplo

Verifique se os dados abaixo podem ser ajustados por uma
distribui¢do de Poisson com média igual a 1.2. Considere

o = 0.05.

Xi fi | f* Fi Fr \FF—F] R —Fial
0 15 | 18 0.25 0.3 0.052119 -

1 25 | 22 0.67 0.66 0.00404 0.41263
2 10 | 13 0.83 0.88 0.04615 0.21282
3 5 5 0.92 0.97 0.04956 0.1329

4 4 2 098 0.99 0.00892 0.07559
5 1 0 1 1 0.0015 0.01517
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Teste de Kolmogorov-Smirnov
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Exemplo

Verifique se os dados abaixo podem ser ajustados por uma

distribui¢do de Poisson com média igual a 1.2. Considere G55 Getenionto o eotottedies D montolmente HiY
# F dist. empirica

o = 0.05. count_obs=c(15,25,10,5,4,1)

f_obs=count_obs/60

f;' fl* F,' Fi* ‘F;k - F,| ‘Fl* - F,‘,]_‘ # F acumulada empirica

_ F_obs=sapply(1:6,function(i){
15 18 0.25 0.3 0.052119 return(sum(f_obs[1:i]1))})

Xi
0
1 25|22 067 066 000404  0.41263 x=0:
2 10|13 083 088 0.04615 0.21282 # F dist. teorica Poisson
3 5|5 092 097 0.04956 0.1329 e e e
4 4| 2 098 099 0.00892 0.07559 F_exp=ppois (x,1.2)
5 1[0 1 1 0.0015 0.01517 # Hazimo entre D+ e D-
D_1=unlist (sapply(1:6,function(i){

return (try (abs(F_exp[i]l-F_obs[il),
silent=T))}))

Logo, D = 0.41263. Comparando com a Tabela A3 da D_2=unlist (sapply(1:6,function (i){

Figura 2, temos que 0.41263 > 1.36/+/60 = 0.1756. Logo, return (try(abs (F_exp[il-F_obs[i-11),
rejeitamos a Hipétese de que os dados vém de uma SANS=TIII))

- D=max(D_1,D_2)

Poisson(1.2). # [1] 0.4126273

Um 6timo exemplo de como os pacotes realizam este calculo

pode ser visto em [Korosteleva, 2014], Sec3o 1.5.2.zz Veja 560 Gobasianto 6 asiotéobien D aounde e Baol()
; x=unlist (sapply (0:5, function(i){

também o Exemplo 6.1.1 de [Conover, 1996]. return (rep(i,count_obs[i+11))}))

ks.test (x,"ppois",1.2)

# One-sample Kolmogorov-Smirnov test

# D = 0.41263, p-value = 2.678e-09

# alternative hypothesis: two-sided
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e b (Rellmegmioy-Srtlney
Testes Unilaterais

Teste Unilateral a Esquerda:
Ho: F(x) > F*(x), para todo —oo < x < o0.

Hi: F(x) < F*(x) para pelo menos um valor de x.

D" = sgp[F*(x) - S5(x)],

em que D™ corresponde a maior distancia positiva entre F*(x) e S(x).

Teste Unilateral a Direita:
Ho: F(x) < F*(x), para todo —o0 < x < o0.

Hi: F(x) > F*(x) para pelo menos um valor de x.

D™ = sup[S(x) = F*(x)];

em que D~ corresponde a maior distancia "negativa"entre F*(x) e S(x)
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Consideracdes

o A tabela A13 da Figura 2 fornece valores exatos somente se F*(x) for continua, com
amostras menores ou iguais a 40.

o Na maioria das vezes, principalmente para pequenas amostras, o teste de
Kolmogorov-Smirnov é um teste mais poderoso que o teste Qui-Quadrado.
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Vesio o Udlfieterz
Teste de Lilliefors

o [Lilliefors, 1967] introduziu uma modifica¢do ao teste de Kolmogorov-smirnov para testar
a normalidade de dados sem a necessidade de especificar seus pardmetros.

@ Os parametros sio estimados com os dados amostrais calculando os escores reduzidos.

Hipoteses do teste

Ho: A amostra é proveniente de uma popula¢do com distribuicdo normal, com média e
desvio-padrdo desconhecidos.

H1: A amostra é n3o proveniente de uma populacdo com distribuicio normal.
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Calculo |

@ Dada uma amostra aleatéria x1, ..., x, da v.a. de interesse, calcular a média amostral X e o desvio-padrdo amostral
S;

Calcular os escores padronizados z; = G i=1,2,...,m
Calcular os escores ordenados Z(jy;

Com os escores ordenados da amostra, obtém-se a distribuicdo de frequéncia acumulada Z(x).

Defina agora F*(x) como a probabilidade acumulada da Normal-padrao, N(0,1), até os valores z;:
F*(x) = &(z4))-

@ A estatistica de teste Lilliefors T1 é definida por:

T = SI;PIF*(X(,')) - Z(xp)l e Ty = SliP\F*(X(f)) - Z(xi-1)l

T1 = max( T1+7 ),

que corresponde a maior distancia vertical entre F*(x) e Z(x).
@ Compara-se o valor observado T; com o valor critico tabelado para o teste de Lilliefors.

@ Para um nivel de significAncia «, rejeitar Hp se a estatistica T1 exceder ao valor do quantil tabelado de 1 — a.
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Vesio o Udlfieterz
Calculo 11

TABLE Ald Quantiles of the Lilliefors Test Statistic for Normality®

p =080 0.85 0.90 0.95 0.99
Sample size n = 4 0.303 0.320 0.344 0.374 0414
5 0290 0302 0319 0344 0.398
6 0.268 0.280 0295 0.321 0371
7 0252 0.264 0.280 0304 0353
8 0239 0.251 0.266 0.290 0333
9 0227 0239 0.253 0.275 0319
10 0217 0.228 0.241 0.262 0303
" 0.209 0219 0232 0.252 0291
12 0.201 0.210 0.223 0.243 0281
13 0193 0.203 0.215 0233 0270
14 0.187 0.19 0.209 0227 0264
15 o.181 0.190 0.202 0.219 0.256
16 0176 0.184 0.195 0212 0248
17 0.170 0.179 0.190 0.207 0.241
18 0.166 0.174 0.185 0.201 0.234
9 0.162 0171 0.181 0.197 0.230
20 0.159 0.167 0177 0.192 0223
21 0.155 0.163 0.173 0.188 0219
2 0.152 0.160 0.170 0.185 0214
23 0.149 0.156 0.165 0.181 0210
24 0.145 0.153 0.162 0.177 0.205
25 0.144 0.151 0.159 0.173 0.202
26 0.141 0.147 0.156 0.170 0.198
27 0138 0.145 0.153 0.166 0.193
28 0.136 0.142 0.151 0.165 0191
29 0.134 0.140 0.149 0.162 0.188
30 0132 0.138 0.146 0.159 0.183
=31 0741 ars [XTH 0855 1035
d, d, d, d.

d, = (V= 001 +083/Vh)

Figura 3: Tabela dos valores criticos para o teste de Lilliefors. Fonte: [Conover, 1996].
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Exemplo

Um distribuidor pretende estimar o tempo médio de entrega dos seus produtos a um cliente
importante. Foi colhida uma amostra de cinco tempos: 29, 33,35,36 e 36. O senhor quer
estimar o tempo médio pretendido através de um intervalo de confianca, mas n3o sabe nada
acerca da distribuicdo do tempo de entrega X, e além disso, a dimensdo da amostra é muito
pequena (n =5). Podera fazé-lo?

library (nortest)

lillie.test (c(29,22,35,36,36))

# Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) mormality test
# data: c(29, 22, 35, 36, 36)

# D = 0.31114, p-value = 0.1147

Da Tabela A14 da Figura 3, temos que o valor do quantil 0.95 & 0.344. Como
D = 0.31113 < 0.344 ent3o n3o rejeitamos Hy. Logo, o distribuidor podera utilizar um
intervalo de confianca com a distribuicio Normal.
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Teste de Lilliefors para distribuicdo Exponencial

o E possivel também utilizar o teste de Lilliefors para a distribuicio Exponencial.

_ Xj . . o
o Calcular os escores padronizados z; = =, i =1,2,...,n e construir a distribuicio
X

empirica Z(x) como antes;
@ A estatistica de teste & definida por:

Tz = sup|Z(x) — F*(x)|,

com F*(x) a F¢. Dist. Acumulada da Exponencial.

Hipé6teses do teste

Ho: A amostra é segue uma distribuicio exponencial com F(x) =1 — ¥/, x > 0.

Hi: a distribuicdo de X n3o é exponencial.

@ Valores tabelados para o teste bilateral em [Conover, 1996] na Tabela A15. Para o teste
unilateral, veja [Durbin, 1975].
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Tesie o Adtzai-aii
Teste de Anderson-Darling

o E uma alternativa aos testes de Qui-quadrado de aderéncia e Kolmogorov-Smirnov, sendo
que também considera uma escala ao menos ordinal;

@ Sua metodologia é préxima ao teste KS, que usa uma forma de fung¢3o distincia para
calcular a similaridade entre S(x),fun¢do distribuicdo empirica, e F*(x), distribui¢do
tedrica. Porém, ao contrario do KS, a estatistica AD considera o intervalo total de valores
dos dados, ao invés de simplesmente 0 maximo desvio;

@ Este teste valoriza as caudas da distribuicio de frequéncia, sendo mais recomendado para
distribuicdes assintéticas;

@ O teste de Anderson-Darling faz uso de uma distribuic3o especifica para o célculo de
valores criticos (tabelados).

Hipoteses

Ho: A v.a. estudada segue a distribuicdo especifica.
Hy: A amostra ndo é proveniente da distribuicio especificada.
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Tesie o Adtzai-aii
Estatistica de Teste |

e Seja X1, Xa,..., X, a.a. com fungdo de distribuicdo desconhecida, denotada por F*(x).
o X(1), X(2)s---»X(n) denotam as estatisticas de ordem da amostra aleatéria.

@ A estatistica de teste de Anderson-Darling é definida por:

S0P
A=n | s o) g

que corresponde a uma medida total de distancia quadratica entre S(x) e F*(x) ,
ponderada por [F*(x) (1 — F*(x))]* .

e Para facilitar pode-se utilizar a simplificagdo proposta por [Arshad et al., 2003], calculada
diretamente utilizando as estatisticas de ordem e distribuicio acumulada:

A= —n— %Z@i —1) (log F*(x(1)) + log(1 — F*(x(nt1-1))))
i=1
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Tesie o Adtzai-aii
Estatistica de Teste Il

@ Para amostras pequenas, a estatistica computada é frequentemente multiplicada por um
fator de correcio, k, que varia de acordo com a distribuic3o que esta sendo testada.

@ Para o Normal, com média e desvio padrio estimados, o ajuste amplamente utilizado é:
4 25
k = <1 + =+ 2>
n o n
sendo A* = k x A’.

@ Os valores tabelados dependerio da distribuicdo a ser testada e do nimero de pardmetros
a serem estimados. No caso da Normal, teremos:
o Caso 1: média e variancia conhecidos;
e Caso 2: varidncia conhecida, mas média desconhecida;
o Caso 3: média conhecida, mas variancia desconhecida;
o Caso 4: média e variancia desconhecida.

Alguns valores criticos para o teste AD para a Normal s3o apresentados na Tabela 1.
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Tesie o Adtzai-aii
Estatistica de Teste ||

Tabela 1: Tabela de Valores Criticos para a Normal

Caso n 15% 10% 5% 25% 1%
1 >5 1.621 1.933 2.492 3.070 3.878
2 0.908 1.105 1.304 1.573
3 >5 1.760 2.323 2.904 3.690
4 10 0.514 0578 0.683 0.779 0.926

20 0.528 0.591 0.704 0.815 0.969
50 0.546 0.616 0.735 0.861 1.021
100 0.559 0.631 0.754 0.884 1.047
n grande 0576 0.656 0.787 0.918 1.092

Decisdo do Teste:

Para um nivel de significancia «, rejeitar Hy se a estatistica A ou AD exceder ao valor do
quantil tabelado de 1 — a..
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Tesie o Adtzai-aii
Estatistica de Teste |V

Observacdes:
@ Quanto melhor a distribuicdo se ajusta aos dados, menor sera a estatistica A;

@ O teste de Anderson-Darling é essencialmente unilateral, no sentido de que testa se existe
ou n3o uma distancia quadratica geral da distribuicdo observada 4 esperada;

@ Sua principal vantagem é permitir um teste mais sensivel a qualquer discrepancia, e ndo
apenas a discrepancia maxima;

(]

A desvantagem é que os valores criticos devem ser calculados para cada distribuic3o;

Existem tabelas para outras distribuicdes como uniforme, lognormal, exponencial, Weibull
e pareto generalizada etc. Veja e.g. [Stephens, 1974] e [Koziol et al., 1987].

e Em alguns casos, o p-valor ndo existe matematicamente, i.e., a integral (1) ndo pode ser
calculada.
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Aspecto computacional

No R:

library (nortest)
ad.test ()

No SAS:

proc univariate NORMAL PLOT;
run;

proc capability;

run;
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Exemplo |

Um especialista de qualidade pretende verificar se a distribuicdo dos perimetros(em cm) dos
itens produzidos por sua empresa possui distribuicdo normal. Para isso coletou uma amostra de
5 itens: 12.29,11.40,14.22,12.37,11.91. Verifique esta hipétese utilizando o teste AD
considerando 5% de significancia.

i xi  F(x@) F(Xni1-ny) logF(xi)) log(l — F(X(nt1-i))
1 11.40 0.15 0.96 -1.91 -3.29
2 11091 0.30 0.47 -1.20 -0.64
3 12.29 0.44 0.44 -0.82 -0.58
4 1237 0.47 0.30 -0.75 -0.36
5 14.22 0.96 0.15 -0.04 -0.16

1 (log F(x)) + log(1 - F(x(5)))) +...49: (log F(xs)) + log(1 — F(X(l)))) = —-27.25
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Exemplo I

—27.25
A = —5— — = 0.451
y 4 25

@ Como tanto a média quanto a variancia sdo desconhecidas, utilizaremos o valor critico do
caso 4, e a linha com n mais préximo de 5 na Tabela 1 é n = 10.

@ Portanto, ao nivel de significincia 0.05 temos que A* > 0.683 e rejeitamos a hipétese dos
dados serem provenientes de uma distribuicio normal.
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Exemplo no SAS

Teste de Anderson-Darling

Concentragdes de ozénio (Os, ug/m®) na estacdo meteorolégica de Pinheiros na cidade de Sio Paulo entre
24-Set-2020 e 28-Set-2020 (dados horarios, fonte: CETESB).

data 03_pinheiros;
label 03
input 03 @Q;
datalines;
156 23 27 19
00O0O0O0T1
104 102 101
39 14 2 1 1
I

proc univariate NORMAL PLOT;
var 03;

run;

"Concentracao Horaria de 0Ozonio (ug/m3)";

21 16 12 13 17 26 37 57 81 99 106 75 70 71 56 31 31 23 6 1 2 1
11 28 54 86 122 142 144 140 89 50 46 22 1 1 0 0 0 0 4 21 49 88
103 102 95 38 156 1 0 0 0 1 10 47 78 95 102 97 106 109 102 95 81
26 34 27 50 69 58 18 1 6 11 33 73

61 65 57 56 28 26

Tests for Normality
Test Statistic p Value
Shapiro-Wilk W 0.889003 Pr< W <0.0001
Kolmogorov-Smirnov D 0.151885 Pr>D <0.0100
Cramer-von Mises W-Sq 0.59487 Pr > W-Sq <0.0050
Anderson-Darling A-Sq 3.710862 Pr > A-Sq  <0.0050
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Teste de Shapiro-Wilk

@ Em contraste com outros testes de aderéncia por comparacdo de distribuicdes tedrica e
observada, o teste de Shapiro-Wilk s6 é aplicavel para verificar a normalidade;

O teste a variancia amostral com a variincia estimada a partir da distribuicdo amostral das
estatisticas de ordem;

Possui robustez para detectar fuga de normalidade por assimetria ou curtose (ou ambos);

N3o exige especificacdo dos pardmetros da distribuicio normal a ser testada, apenas qua a
amostra seja aleatéria.

Hipdteses
Ho: A variavel aleatéria amostrada possui distribuicdo normal com média e varidncia n3o
especificadas.

Hi: A v.a. amostrada n3o é normal.
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Estatistica de Teste |

@ Seja Xy, X2,..., X, amostra aleatéria com fungdo de distribuicdo desconhecida, denotada por F(x),
mensurada na escala ao menos ordinal;
@ Xu), X2),- .., X(n) denotam as estatisticas de ordem da amostra aleatéria;

@ A estatistica de teste de Shapiro-Wilk & definida por:

k i 2
i1 @i (Xera—i) — X))
27:1 (xi — )?)2

W =

em que
= (n+1)/2 senimpar,
N n/2 se n par,

e a; obtidos pela Tabela A16 [Conover, 1996].

@ O vetor a = (a1, ..., ax)" & funcdo da esperanca e variancia das estatisticas de ordem de amostras de
tamanho n da distribuicdo normal padrao;
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Estatistica de Teste Il

@ A estatistica W esta entre 0 e 1; W pequeno é evidéncia de fuga de normalidade; valores préximos a 1
indicam normalidade.
Decisdo do Teste:

Para um nivel de significancia «, rejeitar Ho se a estatistica W for menor que o quantil tabelado de a. Tabela
A17 de [Conover, 1996].

Observacdes

@ Proposto inicialmente por [Shapiro and Wilk, 1965] para n < 50 e posteriormente foi aumentado para n
até 5000 [Royston, 1982];

@ Os quantis (tabelados) para a estatistica W foram obtidos por meio de simula¢gdes de Monte Carlo
por [Pearson and Hartley, 1972];

@ Este teste é essencialmente unilateral a esquerda;
@ Eficiente mesmo com um nimero pequeno de observacdes;

@ Baixo poder na existéncia de muitos empates;
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Aspecto Computacional

No R:

library (nortest)
shapiro.test ()

No SAS:

proc univariate NORMAL PLOT;
run;
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